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94. 


NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xLI. 
(1851), pp. 57—65.] 


SOIT, pour observer autant que possible la symétrie: 


U 


Su = Vk sin am, 


UW - 
Cu= shout: À 
u 
Gu = Aam -y 
1 K K +1K’ 


et soit pour abréger : 
Su =a Sv= y, &e. 


cu=,/(1 -7) =X, 


Gu= Nl- kæ) = X, 
Cu Gu =y (1 — ax + at) = XX, =X. 
Cela posé, les méthodes d’Abel donnent les expressions suivantes de sinam d’une 


somme quelconque d’arcs: savoir 


= (2 118.0. 07, © , 08, 06] 
SUF OF IE CD TB... 3, 00, BO, ... 70)’ 
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pour un nombre impair 2n — 1 d’arcs, et 


ne : P, .. 0”, 06, FO, … pn-1@] 
S(ut+tvt+...)= (0, &,.… =, ©, FO, ... 0770] 


pour un nombre pair 2n d’arcs. Dans ces expressions les symboles dans lesquelles 
entrent les lettres 0, ©, sont censés représenter les déterminants, dont on obtient les 
termes en changeant successivement ces lettres en æ, X; y, Y; &c. 


J’ai trouvé qu'on a aussi 


19,08, "28, 00 1 06... 0-0 | 
unet idm a Te, 00, PO... = | 
pour un nombre impair 2n—1 d’arcs, et 


[0@,, FO’, ... 0, ©, PB,,,... "78, ] 


CUt+o+..)=— Ge 7, ©, 706, ... © | 


pour un nombre pair 2n d’arcs Les valeurs correspondantes de @(u+v+...) se 
trouvent en échangeant les symboles ©, et ©. 


Particuliérement pour la somme de trois arcs on a: 


—[0, 6, ©] 


FORME ee AT: 
©, FE, 60, 

SC = 2 
©., ¢@,, 60, 

autoru) pen 


` 


Pour réduire ces expressions à une forme qui soit encore applicable au cas où deux 
quelconques des quantités u, v, w sont égales, il n’y a qu’à multiplier les termes des 
fractions à droite par 
— (Y + yX) (yZ + 2Y) (2X + aZ). 

err e aa | 


cela donne, après une réduction un peu difficile : 


Q = 


-Q[0, @® O]=(xYZ + yZX + 2XY)-— zyz (a — £ — ÿ — + æy), 


2[0,, F9, 0,]=(1 — ky?) X, Y,Z, — 7 (yeX + 0Y + ayZ)X,¥,Z,, 


2[0,, &8,, 08]=(1- : wy) XY Z, — k (y2X + 20¥ + 2yZ) X, Y, Z, 


41? 


O[1, @, @@)= 1- yr- zere — a+ —xyz (x YZ+yZX +2X Y), 
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de manière qu’en écrivant 


M=1- ey — ye — ea + ary — xyz (YZ + yZX + 2XY), 


on a 
pan anii LEFT VERT 2 #2 
B todo eee) a ue yY z tops) 
(tape) X YZ, -7 (yeX + 20¥4ayZ) X Y E, 
ba Re aati ac Ns I a 
(1 à roy!) XYZ, —k(yeX +e0Y¥ +0yZ) XYZ, 
G (u +o +w) a aua EEA 


M 


Les mêmes formules peuvent être trouvées plus simplement en écrivant u +4v +45, 
v+4u+48 au lieu de u, v La somme u+v+w se change par là en u +v +w + (v+8), 
et les fonctions S (u +v +w), O (u +v+ w) G(u+v+w) deviennent S (u +v + w), 
—C(u+v+w), —-G(u+v+w). De plus x, X,„ X,, X et y, Y,, Y,, Y se changent 


41 a? 


S(utv+wy=—- |æ , 1 , -aX |+| w, x, -X 
PA, SI, 47 7 ANR d 
y N eu 4 Z OES EN 
O (u+v+w)= Í ae X,» kax, ‘| æ, -X 
YY,» T, kyY, Y Y -Y 
AE KP A OST TRE: | 


G(u+v+w)= k PA AA EPP CPP, E 


y r: b y’ , y , E Y 
Z,, 2#2,, 2Z, 19 of a 
Ces formules conduisent aux formes réduites que lon obtient en multipliant par le 


facteur beaucoup plus simple 


Q _ e¥ +yX 


/ a? — y? 
En passant, il y a à noter les équations identiques 
(YZ +2Y)(2X +22) | æ, à, X |=|, à, —X |, ke. 
i. A pare 
(y 4 ) (2 a) Y, E Y y? Y, — Y 
a; et, | 1, @2. 2 
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auxquelles conduit la méthode qui vient d’être expliquée. Aussi en multipliant les 
valeurs de C'(u+v+w), G(u+v+w) on obtient l'équation 


YXYZ + AyzX + Me Y + NayZ 
{1 — 922? — 2a? — ey + ax — ayz (@YZ+ yZX +X Y)’ 


C(u+v+w) G (u+v+ w) = 
dans laquelle 
Val $Y? +220 + ay? — hary + eye (a? + y + 2) + aytz, 
A =I + 2a V2Z?, 
M =I] + 2°2?X?, 
N =11 + 22X°Y?, 
I =—a@+2 (@ +9 + 2°) — a (Y2 + 2a? + ay?) + (2a? — 4) aye? 
+ 22 pe (YPP + a + ay”) — anya? (a + y? + 2*) — aytz. 
Pour le cas de quatre arcs, je n’ai trouvé que le sinam de la somme. -En 
effet on a 


SG ae à Loue, &, eX lle 2, A, wr 

Lt 46) (as Hi Lu, SP, aPY. | 
L 2r 20 “ee 2, NZ, 292 
ge À ARS 7 à est es Say eee 


où les termes de la fraction sont à multiplier par 


(@Y + yX) (aZ + 2X) (aT + tX) (yZ +2Y) (27+ tZ) (t¥ + yT) 


a CCEE DFE) 


Mais il est plus simple de se servir de la forme 


Su + 0 + w +p) = — o, 1, —aX |+| a, &, —xX, —X 
i ys 1, —=yY oF in Yr + E 
1e" 2 zZ a, Ss, Zz. 2Z 
D PI ARTE Là t, ts | ae S a 


que l’on obtient de la même manière que la forme analogue pour trois arcs. Ici le 
facteur est 


(YX +aY)(2T + tZ) 


DT ET CLL Ti 


et l’on obtient, toute réduction faite, 


Suto+wtp=x, 
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N = (1 — wv yet) (x Y ZT + yZTX + 2zTXY +tX YZ) 
= {(a Eh ee ÿ mm STE yet + 22222 + ary? a xyz? E ary ete) 
x (Xyzt + Veta + Ztæy + Txyz)}, 


D =1 ry PP — DE yE — PE — Py? EPY + ate + PE +e + PE + By’) rye? 
+ At + a (aye? + yet + PER + Poy) + a (a? + + eth) aye 
+ (2 — 2a?) aye??? 
— (2Y? 4 YPX) AZT — (VL+ 2X") yt YT — (eT + EX?) yz YZ 
— (YE + 2Y") XT —(2T? +PZ) yX Y —(PY? + ÿT?) xzXZ, 


Il y a à remarquer qu’en employant la première valeur de S(u+v+w+p) et le 
-facteur correspondant, on aurait trouvé le même numérateur, et aussi le même dénomi- 


4 


nateur, ce qui donne lieu à des équations identiques, semblables à celles qui ont lieu 
pour le cas de trois arcs. 


Revenons à l|’expression 


fy Ne NA | WEAR) (Et) PEUX) 
y rl  YrAeC-e)e-¥/) 


2, 4, 32 


L 


ZA =A, &c. on voit 


qui donne le numérateur de S(w+v+w). En mettant 4 =a, 


qu'il s’agit d'effectuer la division de 


1, a, A |(B+C)(C+4)(4 +B) 

i. oy. à 

Eros D 
par le produit (b—c)(c—a)(a—b), les fonctions A, B, C denotant des racines carrées 
de fonctions rationnelles d’une forme particulière. Or, en supposant toujours que les 


carrés de A, B, C soient des fonctions rationnelles, et d’ailleurs d’une forme quelconque, 
cela peut se faire dans tous les cas particuliers au moyen de l'équation identique 


1, a, A |(B+0)(C+A)(4+B) 


i de 8 

1, terre 
=|1, a, À*|(4°+B?+C+BC+CA+AB)-—]1, a, À‘ 
1, 0j" B 1.6, 5 
br 6, (0° 1, c, C“ 
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De même le dénominateur de S(u+v+w) depend de l'équation analogue 


l, a, aA |(B+C0)(C+A)(A +B) 


1.’ 6 68 

1, “eg 00 
=|1, a, aA? | (447+ B4+C+BC+CA+AB)—-|1, a, ad’ 
L b, ee 1, AAIR be 
Le ee 1, ec, cC 


et le numérateur et le dénominateur de S(u+v+w-+p) dependent de l’équation 


1, a, @ aA |(A+B)(44+0)(44 D)(B4+0C) (B+ D) (C+D) 
1,1 04: br DR 
1” GO Oy 6G 
Ed, 2. ap 
=M|1, a, a, aA?|—WN|1, a, a, aA*|+P|1, a «a, aA 
4B, 04; OB? 1,70, 66%" OB 1, 6, 6%, BB! 
1, ¢, eo eC? t. 6; jah. 203 lc, oh: o GA 
L, 4.4. oP L d,- W. ap i, «4 - & aD 


dans laquelle 


M =2ab +... +a°b?+...+a%bc+...+ 3a°%bcd +..., 


N=(a+b+c+d)(a + b+? + a’) + (abe + bed + cda + dab), 


P= a+b+c+d, 
et de l'équation 


1, a, A, aA |(4A+B)(4 +0)(4 +D)(B+0)(B+D)(C + D) 
1, 6, B, OB 
L 0 € oe 
E d D- €p 
S (abt... + abe?+...+2abed)| 1, a, A, aA? |—|1, a, À‘ aå‘); 
Lh, in, ee ib, Bt OB 
Toye. Tr OO: Le, 4 ae 
1:20 Dy re Lire D, dE 


mais je n’ai pas encore trouvé la loi générale de ces équations. 


Cc. 
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Pour faciliter l'usage des symboles S, C, G, je veux exprimer par cette notation 
les propriétés les plus simples des fonctions elliptiques. Cela me donnera aussi l'opportunité 
d’arranger d’une manière particulière les formules qui se rapportent à la somme ou à 
la différence de deux arcs. On a d’abord 


Cu=1—7. Su, 

Gu=1—k. Su, 

S'u = Cu. Gu, 

Cu=-}. Su. Gu, 

Gu=—k. Su. Cu, 
S* (0) =0, CNO = I; G'(0ÿ = 1, 
S (0) =1, c (0) =0, G (0) =0, 


S(-u)=-S@, Ci-u=C@, G(-u)=6() 
Sdv=vk, S=  SGu+ds)=0, 


C= 0, O=, CAv+H)= o, 


G@u)= k, G@G8)= 0, GGut+ )=0, 


Surp = E, gu 44s)= de 
Cutm=— Cuta Eo, 
Gutw= n G(u+48)= a, 

S dibika = g> 

Cut puts) oS, 

Cu 


G (u +u +48) = Wk. g, 


S (u + mv + 78) = (—1)™"".. Su, 
C(u+mvu+ns)=(—-1)™ .Cu, 
G(ut+tmu+ns)=(—1) . Gu. 
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Dans ces équations les symboles S, O, Œ, v, 8, k, k’, i et S, G, C, &, v, om = ,—1 
peuvent être échangés les uns d’avec les autres. Les formules fondamentales qui se 
rapportent à deux arcs sont 


A ea a 


Cu. Ov— 7. Su. Gu. Sv. Go 


1—Su. Sw j 


Gu. Gu — k . Ku . Ou . Su. Ov 
1 — Su. Sw j 


C (u +v) = 


G (u +v) = 


auxquelles on ajoutera : 


jaa Ee. Se: ae. Gv) — Su. Sv (a — 28%u — 28w + a Su . Sw), 


C(u+v)G(u+v (1 — Su. SvF 


Mais pour trouver toutes les formes différentes de ces équations, mettons pour 
abréger (en supposant comme auparavant Su=x, &c.): 


Fet Fu y 
B=X,Y,, B= LT 


47149 


C=X,,Y, CO’ =—kayX,Y, , 


“nw 


P=#— 7, 

1 A. £ 
R=1 — kæ —ky + xy’, 

: k2 - 

S = à a: S si “ous: À 
T=xX,Y,, T'=-yY,X,, 
ETS A IMA E E TR 
K=1- ey. 


Alors on aura 


PERNT TASA "FINE 0 
69—2 
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et les valeurs correspondantes de S (u — v), C(w—v), G(u—v) se trouveront en échangeant | 
les signes de A’, B’, C, 8’, T, U. 


[Reverting to the functions sinam, cosam, Aam, or say sn, cn, dn, instead of 
S, ©, D, and introducing Dr Glaisher’s very convenient notation s, ¢,, d, for the 
sn, en, dn of u, and Sz, Cə, dą for those of v, the formule just obtained may be 
written 


ctu + 9) = LOCO firth gry at aT nn 
1 — kès Ps? 81Cod2 — S261 CCa + 8108202 did, + HS CSC” 
PT oy, Ce Oe ee ee ne 
= 1 has kss? St SiCada = 80,0, C1C2 + 8,018, dde + 8.0.8, > 
dn Rte eR GE nor BES» PLOW ame TEE ee ee 


1 — kss? S1C — SoC, dy CiCa + TARA dd; + KPS CS0 


viz. we have thus a fourfold representation of the addition-equation for each of the three 
functions. ] 


De ces formules il peut être tiré un grand nombre d'équations identiques; par 
exemple celles-ci : 


(A?— A”)=KP, &e, S—S?=QR, &e. 
(B+ B)(C-C)=K(S+38’), &, (B—B)(C+C)=K (8-8), &e, 
BC-—B'C'=RS, &c., BC- BC =KS’, &e, 


(S+ 8’) (714+ 7") (U+ U0) =(S—8)(T—T)(U — 0) = PQR, 
STU + STU +8 TU +8 TU =0, 
STU +STU'+ S'TU' + STU = PQR, 


(A-A')(S4+8’)= (C—-C)(U- U’), &c., 
(A+A)(S —-S')= (C4+C)(U4+ U), &e, 
(A—A')(T -—T’)=P(C-0, &e., 
(A+A(T +T)=P(C +0"), &e., 
(A — A'^) (U+ U’)=P(B- B’, &e., 
(A +A’)(U-—U’)=P(B+B), &c., 

&e., &e., 
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et ces équations donnent immédiatement et dans les formes les plus simples, les formules 
qui se rapportent aux sommes et aux produits des fonctions de u +v et w—v, par exemple 


S Cu +0) Su 0) = ÉTÉ 


2 ? 
savoir au moyen de la première de ces équations identiques: 


S (u +v) S (u — v) = à 


de manière que toutes ces formules peuvent être considérées comme comprises dans les 
équations fondamentales et dans ce système d’équations identiques. 
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